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 ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА

Необходимость и актуальность дисциплины обязательного компонента «Функциональный анализ и интегральные уравнения» обусловлена как ее ролью в современном естествознании и математике в целом, так и тем, что на ней базируются другие дисциплины учебного плана. 

Целью дисциплины является овладение студентами основными принципами функционального анализа и теории интегральных уравнений.

Задачами дисциплины являются: 

− ознакомление студентов с математическим аппаратом функционального анализа;

– усвоение студентами основных понятий, теорем, методов и приложений функционального анализа и интегральных уравнений;

– формирование умений и навыков применения полученных знаний в практической деятельности;

− формирование умений и навыков использования методов функционального анализа при решении задач.

Материал дисциплины «Функциональный анализ и интегральные уравнения» основывается на ранее полученных студентами знаниях по таким дисциплинам, как «Математический анализ» и «Геометрия и алгебра».

Содержание учебного материала

Раздел 1 Теория меры

Тема 1 Элементы теории множеств 

Работы Фреше, Вольтерра, Гильберта, Ф. Рисса, Фредгольма, Банаха, приведшие к возникновению функционального анализа. Основные понятия теории множеств, операции над множествами. Отношения и функции. Равномощные множества. Счетные и несчетные множества. Теорема Кантора.
Тема 2 Общее понятие аддитивной меры 

Системы множеств: алгебры, полуалгебры, сигма-алгебры. Алгебра, порожденная полуалгеброй. Конечно аддитивные и сигма-аддитивные меры. Важнейшие примеры мер. Свойства мер. Продолжение меры с полуалгебры на порожденную ею алгебру.

Тема 3 Лебеговское продолжение меры, мера Лебега на прямой 

Внешняя мера. Свойства внешней меры. Измеримые множества. Теорема о продолжении. Пространства с мерой. Меры Лебега-Стилтьеса и мера Лебега на прямой. 

Раздел 2 Интеграл Лебега

Тема 1 Измеримые функции и их свойства 

Равносильность различных определений измеримой функции. Устойчивость измеримости относительно арифметических операций. Устойчивость измеримости относительно предельного перехода. Простые функции. Аппроксимация измеримых функций простыми. Теоремы Егорова и Лузина.

Тема 2 Определение интеграла Лебега 

Интеграл от простой функции и его свойства. Интеграл от неотрицательной функции и его свойства. Теорема Б. Леви для неотрицательных функций. Лемма Фату. Класс суммируемых функций. Свойства интеграла Лебега.

Тема 3 Предельный переход под знаком интеграла 

Теоремы Б. Леви. Теорема Лебега. Следствия для рядов. Неравенство Чебышева. Абсолютная непрерывность интеграла. Замена переменной в интеграле Лебега. Сравнение интеграла Лебега по отрезку с интегралом Римана.
Тема 4 Интеграл Стилтьеса

Функции ограниченной вариации и их свойства. Интеграл Лебега-Стилтьеса и его вычисление. Интеграл Римана-Стилтьеса, его связь с интегралом Лебега-Стилтьеса. Абсолютно непрерывные функции. Восстановление функции по ее производной. Дифференцирование интеграла Лебега с переменным верхним пределом.

Тема 5 Прямое произведение мер и теорема Фубини 

Прямое произведение полуалгебр. Определение прямого произведения мер. Теорема Фубини. Пространства Lp, 
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. Неравенства Гельдера и Минковского. Полнота пространств Lp. Теорема Радона-Никодима. Различные виды сходимости измеримых функций и связь между ними. 

Раздел 3 Метрические пространства

Тема 1 Полные метрические пространства

Определения и примеры метрических пространств. Топология метрических пространств. Сходящиеся последовательности. Непрерывные отображения. Полные метрические пространства. Свойства полных подмножеств. Теорема о пополнении. Теорема Бэра. Теорема о продолжении непрерывной функции. Принцип сжимающих отображений и его обобщение. Применение принципа сжимающих отображений к интегральным уравнениям Фредгольма. Применение обобщенного принципа сжимающих отображений к интегральным уравнениям Вольтерра.

Тема 2 Компактные метрические пространства

Определения и примеры компактных метрических пространств. Свойство Больцано-Вейерштрасса. Ограниченные и вполне ограниченные множества и их свойства. Критерий Хаусдорфа. Непрерывные отображения компактных метрических пространств. Теорема Арцела-Асколи. Критерий компактности в пространствах lp.
Раздел 4 Банаховы пространства и операторы в них

Тема 1 Нормированные пространства

Основные понятия теории векторных пространств. Полунормы и нормы. Важнейшие примеры нормированных пространств. Эквивалентные нормы. Подпространство и факторпространство. Прямое произведение нормированных пространств. Банаховы пространства. Полнота факторпространства.  Ряды в нормированных пространствах. Абсолютная и условная сходимость. Критерий полноты нормированного пространства. Критерий конечномерности банахова пространства (теорема Рисса). 

Тема 2 Линейные операторы в нормированных пространствах

Линейные операторы, примеры. Непрерывность и ограниченность. Норма оператора и ее свойства. Формулы для нормы. Полнота пространства LB(X,Y). Обратный оператор и односторонняя обратимость. Существование обратного оператора. Теорема Банаха об обратном операторе. Различные виды сходимости операторов и связь между ними. Теорема Банаха-Штейнгауза и ее следствия. Линейные непрерывные функционалы. Теорема Хана-Банаха в вектоных пространствах. Теорема Хана-Банаха в нормированных пространствах и ее следствия. Спектр оператора, тонкая структура спектра. Компактность спектра. Непустота спектра. Компактные операторы и их свойства. 

Раздел 5 Гильбертовы пространства и операторы в них

Тема 1 Гильбертовы пространства

Предгильбертовы и гильбертовы пространства. Важнейшие примеры гильбертовых пространств. Элементарные свойства гильбертовых пространств. Ортонормированные системы. Ряды Фурье по ортонормированным системам. Процесс ортогонализации Грамма-Шмидта. Существование ортонормированных базисов. Гильбертова размерность. Теоремы об изоморфизме гильбертовых пространств. Общий вид линейного функционала в гильбертовых пространствах. Проекция на подпространство. Теорема о проекции. Ортогональное дополнение. Теорема о разложении гильбертовых пространств.

Тема 2 Линейные операторы в гильбертовых пространствах

Сопряженный оператор и его существование. Свойства операции сопряжения. Фредгольмовы (нетеровы) операторы. Понятие об индексе. Теория Рисса-Шаудера. Важнейшие типы операторов в гильбертовых пространствах. Самосопряженные операторы и их свойства. Теорема о спектре самосопряженного оператора. Квадратичная форма. Теорема о норме самосопряженного оператора. Теорема Гильберта. Понятие о спектральной теореме. Интегральные уравнения с вырожденным ядром. Применение основных принципов функционального анализа к интегральным уравнениям. Теоремы Фредгольма. Интегральные уравнения второго рода с симметричным ядром. Уравнения первого рода. Корректные и некорректные задачи. 

УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКАЯ КАРТА

	Номер раздела, темы, занятия
	Название раздела, темы, занятия;

перечень изучаемых вопросов
	Количество аудиторных часов
	

	
	
	лекции
	практичес-кие

занятия
	лабораторные занятия
	Контролируемая самостоятельная

работа студентов
	материальное обеспечение занятия
	литература
	формы контроля знаний

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	Теория меры
	6
	-
	6
	2
	
	
	

	1.1
	Элементы теории множеств

1 Основные понятия теории множеств, операции над множествами. 

2 Отношения и функции. 

3 Равномощные множества. 

4 Счетные и несчетные множества
	2
	-
	2
	-


	УМК
	[2], [3], [4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	1.2
	Общее понятие аддитивной меры 

1 Системы множеств: алгебры, полуалгебры, сигма-алгебры. 

2 Конечно аддитивные и сигма-аддитивные меры. 

3 Свойства мер. 

4 Продолжение меры с полуалгебры на порожденную ею алгебру.
	2
	-
	2
	2


	УМК

	[1], [2], [3], [4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	1.3
	Лебеговское продолжение меры, мера Лебега на прямой
1 Внешняя мера. 

2 Свойства внешней меры. 

3 Измеримые множества. 

4 Меры Лебега-Стилтьеса и мера Лебега на прямой
	2
	-
	2
	-
	УМК
	[1], [4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	
	Текущий контроль успеваемости студентов по разделу № 1
	
	
	
	2
	
	
	Письменное тестирование

	2
	Интеграл Лебега
	8
	-
	10
	2
	
	
	

	2.1
	Измеримые функции и их свойства

1 Равносильность различных определений измеримой функции. 

2 Устойчивость измеримости относительно арифметических операций. 

3 Простые функции. 

4 Аппроксимация измеримых функций простыми. 
	-
	-
	2
	
	УМК
	[1], [2], [3], [4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	2.2
	Определение интеграла Лебега

1 Интеграл от простой функции и его свойства. 

2 Интеграл от неотрицательной функции и его свойства. 

3 Теорема Б. Леви для неотрицательных функций. 

4 Класс суммируемых функций. 
	2
	-
	2
	2


	УМК
	[1], [4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	2.3
	Предельный переход под знаком интеграла

1 Теоремы Б. Леви и лемма Фату. 

2 Теорема Лебега. 

3 Следствия для рядов.

4 Замена переменной в интеграле Лебега.
	2
	-
	2
	
	УМК

	[1], [4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	2.4
	Интеграл Стилтьеса

1 Функции ограниченной вариации и их свойства. 

2 Интеграл Лебега-Стилтьеса и его вычисление. 

3 Интеграл Римана-Стилтьеса, его связь с етргралом Лебега-Стилтьеса. 

4 Абсолютно непрерывные функции. 
	2
	-
	2
	
	УМК
	[2], [3],

[4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	2.5
	Прямое произведение мер и теорема Фубини

1 Определение прямого произведения мер. 

2 Теорема Фубини. 

3. Пространства Lp 
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4 Различные виды сходимости измеримых функций и связь между ними.
	2
	-
	2
	
	УМК
	[1], [2], [3]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	
	Текущий контроль успеваемости студентов по разделу № 2
	
	
	
	2
	
	
	Письменное тестирование

	
	
	
	
	
	
	
	
	зачет

	
	Всего часов за 4 семестр
	14
	-
	16
	4
	
	
	

	3
	Метрические пространства
	10
	-
	8
	4
	
	
	

	3.1
	Полные метрические пространства
	6
	-
	6
	2
	
	
	

	3.1.1
	1 Определения и примеры метрических пространств. 

2 Топология метрических пространств. 

3 Сходящиеся последовательности. 

4 Непрерывные отображения. 
	2
	-
	2
	-
	УМК
	[2], [3],[4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	3.1.2
	1 Полные метрические пространства. 

2 Свойства полных подмножеств. 

3 Теорема о пополнении. 

4 Теорема Бэра. 
	2
	-
	2
	-
	УМК
	[2], [3],[4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	3.1.3
	1 Теорема о продолжении непрерывной функции.

2 Принцип сжимающих отображений и его обобщение. 

3 Применение принципа сжимающих отображений к интегральным уравнениям Фредгольма. 

4 Применение обобщенного принципа сжимающих отображений к интегральным уравнениям Вольтерра.
	2
	-
	2
	2
	УМК
	[2], [3],[4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	3.2
	Компактные метрические пространства 
	4
	-
	2
	2
	
	
	

	3.2.1
	1 Определения и примеры компактных метрических пространств. 

2 Свойство Больцано-Вейерштрасса. 

3 Ограниченные и вполне ограниченные множества и их свойства. 

3 Критерий Хаусдорфа.
	2
	-
	2
	-
	УМК
	[2], [3],

[4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	3.2.2
	1 Непрерывные отображения компактных етриических пространств. 

2 Теорема Арцела-Асколи. 

3 Критерий компактности в пространствах lp.
	2
	-
	-
	2
	УМК
	[2], [3],

[4]


	

	
	Текущий контроль успеваемости студентов по разделу № 3
	
	
	
	4
	
	
	Письменное тестирование

	4
	Банаховы пространства и операторы в них
	12
	-
	6
	4
	
	
	

	4.1
	Нормированные пространства


	6
	-
	2
	2
	
	
	

	4.1.1
	1 Основные понятия теории векторных пространств. 

2 Полунормы и нормы. 

3 Важнейшие примеры нормированных пространств. 

3 Эквивалентные нормы.
	2
	-
	2
	-
	УМК
	[2], [3],

[4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	4.1.2
	1 Подпространство и факторпространство.

2 Прямое произведение нормированных пространств.

3 Банаховы пространства.

4 Полнота факторпространства.
	2
	-
	-
	2
	УМК
	[2], [3],

[4]


	

	4.1.3
	1 Ряды в нормированных пространствах.

2 Абсолютная и условная сходимость.

3 Критерий полноты нормированного пространства. 

4 Критерий конечномерности банахова пространства (теорема Рисса).
	2
	-
	-
	-
	УМК
	[2], [3],

[4]


	

	4.2
	Линейные операторы в нормированных пространствах
	6
	-
	4
	2
	
	
	

	4.2.1
	1 Линейные операторы, примеры. 

2 Непрерывность и ограниченность. 

3 Норма оператора и ее свойства. 

4 Формулы для нормы.
	2
	-
	-
	-
	УМК
	[2], [3],[4]


	

	4.2.2
	1 Полнота пространства LB(X,Y). 

2 Обратный оператор и односторонняя обратимость. 

3 Существование обратного оператора. 

4 Теорема Банаха об обратном операторе.
	2
	-
	2
	-
	УМК
	[2], [3],[4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	4.2.3
	1 Различные виды сходимости операторов и связь между ними. 

2 Теорема Банаха-Штейнгауза и ее следствия. 

3 Линейные непрерывные функционалы. 

4 Теорема Хана-Банаха в векторных пространствах.
	2
	-
	2
	2
	УМК
	[2], [3],[4] 


	Защита 
отчетов по лабораторной работе
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	4
	
	
	Письменное тестирование

	5
	Гильбертовы пространства и операторы в них
	14
	-
	4
	6
	
	
	

	5.1
	Гильбертовы пространства
	6
	-
	2
	2
	УМК
	
	

	5.1.1
	1 Предгильбертовы и гильбертовы пространства. 

2 Важнейшие примеры гильбертовых пространств. 

3 Элементарные свойства гильбертовых пространств. 

4 Ортонормированные системы.
	2
	-
	2
	-
	УМК
	[2], [3]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	5.1.2
	1 Ряды Фурье по ортонормированным системам. 

2 Процесс ортогонализации Грамма-Шмидта. 

3 Существование ортонормированных базисов. 

4 Гильбертова размерность.
	2
	-
	-
	2
	УМК
	[2], [3]


	

	5.1.3
	1 Теоремы об изоморфизме гильбертовых пространств. 

2 Общий вид линейного функционала в гильбертовых пространствах. 

3 Теорема о проекции. 

4 Теорема о разложении гильбертовых пространств.
	2
	-
	-
	-
	УМК
	[2], [3]


	

	5.2
	Линейные операторы в гильбертовых пространствах 
	8
	-
	2
	4
	
	
	

	5.2.1
	1 Сопряженный оператор и его существование. 

2 Свойства операции сопряжения. 

3 Фредгольмовы (нетеровы) операторы. 

4 Понятие об индексе.
	2
	-
	2
	2
	УМК
	[2], [3],[4]


	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	5.2.2
	1 Теория Рисса-Шаудера. 

2 Важнейшие типы операторов в гильбертовых пространствах. 

3 Самосопряженные операторы и их свойства. 

4 Теорема о спектре самосопряженного оператора.
	2
	-
	-
	2
	УМК
	[2], [3],[4]


	

	5.2.3
	1 Квадратичная форма. 

2 Теорема о норме самосопряженного оператора. 

3 Теорема Гильберта. 

4 Понятие о спектральной теореме.
	2
	-
	-
	-
	УМК
	[2], [3],[4]


	

	5.2.4
	1 Интегральные уравнения с вырожденным ядром. 

2 Применение основных принципов функционального анализа к интегральным уравнениям. 

3 Теоремы Фредгольма. 

4 Интегральные уравнения второго рода с симметричным ядром. 
	2
	-
	-
	-
	УМК
	[2], [3],[4]


	

	
	Текущий контроль успеваемости студентов по разделу № 5
	
	
	
	6
	
	
	Письменное тестирование

	
	
	
	
	
	
	
	
	экзамен

	
	Всего часов за 5 семестр
	36
	-
	18
	14
	
	
	

	
	Итого часов 
	50
	-
	34
	18
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